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Definicién 1. Dados dos niimeros enteros no negativos a, b, a > b, se define el coefi-
ciente del binomio de a y b, ast:

(3) =

Definicién 2 (Serie). Sea {a,,} una sucesién de niimeros reales. Definimos la serie

{{an}} ast: :
Hon}} = {Z}
k=0

es decir, la serie {{a,}} es la sucesién de sumas parciales de la sucesién {ay}.

Definicién 3 (Suma de una serie). Si el limite de la serie {{a, }} existe, entonces a
dicho niimero le llamaremos la suma de la serie {{a,,}} y escribiremos:

Zak = nhﬁrrolcz ak )
k=0 k=0

Definicién 4 (Producto de dos series). El producto de dos series de niimeros reales:

{{an}} y {{bn}} se define asi:
H{an}} - {{bu}) = {{Zakbnk}} ®
k=0

Definicién 5 (Funcién seno). La funcién seno es la funcion:

sen: R — R
k 2k+1

a — sen(a Z (3)
— 2k+1

es decir, la funcién seno, evaluada en un punto o, es la suma de la serie:

()



Observacién 1. sen(0) = 0.
Observacion 2. La funcién seno es una funcion impar.
Demostracion. Sea o € R

(_1)k(_a>2k+1

e g% (2k +1)!
-y O
= —sen(a)

Definicién 6 (Funcién coseno). La funcién coseno es la funcion:

cos:R — R

e -1 ka2k
(6% — COS(OL) = Z ((2)k)|
k=0 ’

es decir, la funcidn coseno, evaluada en un punto «, es la suma de la serie:

{=H

Observacién 3. cos(0) = 1.

Observacion 4. La funcién coseno es una funcién par.



Demostracion.

Proposicién 1. Para cualesquiera que sean oy 5 € R:

sen(a + 3) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(p) (5)

Demostracion.
(_1)k02k+1 o (_1)kﬁ2k
Qk+1)! &= (2K)!

B oo (_1)ka2k+1 (_1)n—k62(n—k)
=22 2k+1)!  (2n—k)

sen(a) cos(B) = Z

B o n (—1)ka2k+l (_1)n—k52n—2k
=22 k+ 1) (2n—2k)!
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= )" (2n+1)! 2% p2n+1—2k
Z 2n+1'z PR TS T CTATI

Z 2n+z 12( 2n+1 >a2kﬁ2n+12k.

Ahora, sumando las expresiones de sen(«) cos(8) y de cos(a) sen(3):

o n k 2k (_1)n—k62n—2k+1

sen(a) cos(f) + cos(a) sen(3) =

- i (D" g~ 21 2k+1 g(2n+1)—(2k+1)
@+ e\ 2k 41
— (D" <[ 2n+1 2k 5(2n+1)—2k

2 @2nt 1) o )P

— i (*1)”’ n 277, + ]. a2k+15(2n+1)7(2k+1)
@+ )\ \ 26+ 1

— [ 2n+1 2% a(2n+1)—2k
+Z< 2%k )a B8 .

Debemos hacer notar que las sumas en el paréntesis son los términos impares
y pares de una misma suma:

Z ( 2n: 1 > a7 Ben+ -
r=0

que, por el teorema del binomio de Newton, es igual a (o + 3)?"*!. De manera
que tenemos entonces:

sen(a) cos(B) + cos(a) sen(s) = Z (2(71_1'_);'(0[ + B)2 ! = sen(a + f),
n=0 :

O

Corolario 1. Si sustituimos 3 por —f en la identidad del seno de la suma (ec. 5)
obtenemos:

sen(a — ) = sen(«) cos(—fB) + cos(«) sen(—/3)
= sen(a) cos(8) — cos(a) sen(3)

de donde:
sen(a — 3) = sen(a) cos(B) — cos(a) sen(f) (6)



Corolario 2. Para cualquiera que sea o € R:

sen(2a) = 2sen(a) cos(a)

Demostracién. En la proposicién anterior (ec. 5) tomemos o = (5.

sen(a + o) = sen(a) cos(a) + sen(a) cos(a)

= 2sen(a) cos(a).

Proposicién 2. Para cualesquiera que sean vy 5 € R:

cos(a + B) = cos(a) cos(f) — sen(«) sen(p)

Demostracion.
(_1)ka2k & (_1)kﬁ2k
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n

_ i " Z (2n +2)! ) a2k+162n+2—(2k+1)
2n+2 ! — 2n+2—(2k+ 1)) (2k+1)!

_ i )" N~ 2n+2 2k+1 gan+2—(2k-+1)
— 2n —|— 2 ! = 2k +1

En esta suma podemos hacer un cambio de indice: r := n 4 1 y obtenemos

0o _q1r—1
_ 2r 2k+1 p2r—(2k+1)
sen(«) sen (S —Z ' Z(2k—|—1>a 15}

r=1
2r 2k+1 g2r—(2k+1)
2k +1

(o)
r=1

Esta suma puede empezarse en r = 0 porque la suma interior no aporta su-

mandos pues tiene un indice inicial mayor que el final.

[

,r.'l"

i M

=

r—

sen (o) sen(f Z ' ( 2k;+ , >a2k+152r(2k+1)

r=0 k=0

ﬂ

Ahora, hagamos la resta de cos(a) cos(3) y sen(a) sen(3):

cos(a) cos(3) — sen(a) sen(B) = Z (;1)7 Z ( ;Z ) a2k g2n—2k

— ()" 2n 2k+1 a2n—(2k+1)
2 (2n)! oyl ) P '

Debemos hacer notar que las sumas en el paréntesis son los términos impares
y pares de una misma suma:

Z( 2n ) r/82n r
r=0

que, por el teorema del binomio de Newton, es igual a (« + 3)?". De manera
que tenemos entonces:

’I’L

cos(«) cos(8) — sen(«) sen (8 i

O¢+[3 = cos(a + B),
n=0
O
Corolario 3. Para cualquiera que sea o € R:
cos?(a) + sen*(a) = 1 )



Demostracion. Sea o € R. En la proposicién anterior (ec. 8) podemos tomar
8 = —a 'y obtenemos:

cos(a — a) = cos(a) cos(—a) — sen(w) sen(—a)
cos(0) = cos(a

)c
) cos(a) + sen(a) sen(a) // coseno par, seno impar
1= )

0s?(a) + sen?(a).

O

Corolario 4. Si sustituimos 3 por —f en la identidad del coseno de la suma (ec. 8),
obtenemos:

cos(a — ) = cos(a) cos(— ) — sen(a) sen(—/3)
= cos(a) cos(B) + sen(a) sen(S)

de donde:
cos(a — ) = cos(a) cos(f5) + sen(a) sen(f) (10)

Corolario 5. Para cualquiera que sea o € R:

cos(2a) = cos*(a) — sen?(a)

Demostracion. En la proposicion anterior (ec. 8) tomemos o = 3.

cos(a + a) = cos(a) cos(ar) — sen(a) sen(«)

cos(2a) = cos?(a) — sen?(a).

O
Proposicion 3. Para cualesquiera que sean oy € R:
sen(a) cos(8) = %(sen(a 4 8) + sen(a — B)) (11)
cos(a) sen(B) = 3 (sena + 3) — sen(a — ) (12)
cos(a) cos() = 5 (cos(ax+ ) + cos(er — ) (13)
sen(a) sen(5) = — 3 (sen(or + ) +sen(a — 3)) (14)



Demostracion. Recordemos las las ec. (5) y (6):

sen(a + ) = sen(a) cos(f) + cos(a) sen(S)
sen(a — B) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(p)

suméndolas obtenemos:
sen(a + ) + sen(a — B) = 2sen(a) cos(fB)

sen(a) cos(B) = %(sen(a + ) +sen(a — B))

restandolas obtenemos:

sen(a + ) —sen(a — B) = 2 cos(a) sen(f)

cos(a) sen(pB) = %(sen(a + B) —sen(a — B)).

Recordemos las ec. (8) y (10):

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sen(«) sen(f)
cos(a — ) = cos(a) cos(3) + sen(a) sen(p)

Sumaéndolas obtenemos:
cos(a + ) + cos(a — ) = 2 cos(a) cos(B)

cos(a) cos(f) = %(COS(OC + B3) + cos(a — 3))

restandolas obtenemos:
cos(a+ B) — cos(a — B) = —2sen(«) sen(f)

sen(a) sen(3) = —%(cos(oz + B) — cos(a — B))

O

Corolario 6. En las ecuaciones de la proposicion anterior podemos hacer las sustitu-

ciones:
A=a+p, B=a-0
y de ellas obtener:

A+ B A—-DB
o=




entonces, las identidades ahora son:

sen(A) + sen(B) = 2sen (A —; B) (A B) (15)
sen(A) — sen(B) = 2 cos (A ; B) sen (A B) (16)
cos(A) + cos(B) = 2 cos (A ha B> <A 2 B> (17)
cos(A) — cos(B) = —2sen <A+2B> sen <A 5 B> (18)
Definicién 7. La funcion tangente se define as:
tan:R—{2k2+17r:k€Z} — R
S tan(a) = S22 (19)
a n(a) := cos(a)

Observacién 5. La funcion tangente es impar.

Demostracion. Como la funcién seno es impar y la funcién coseno es par, tene-
mos:

sen(—a)
cos(—a)

Proposicién 4. Supongamos que o, B € R, que tanto tan(a) como tan(f3) estin
definidas y que tan(«) tan(B) # 1, entonces:

tan(a) + tan(3)
1 — tan(«) tan(5)

tan(a + ) = (20)



Demostracion.

sen(a + )

cos(a + )

sen(a) cos(B) + cos(a) sen(p)
cos(a) cos(B) — sen(a) sen(f)
sen(a) cos(f) + cos(a) sen()

cos(a) cos(pB) cos(a) cos(f)

cos(a) cos(fB) sen(a) sen(B)

cos(a) cos(B) ~ cos(a) cos(B)
tan(a) - 141 - tan(B)
11— tan(«) tan(B)
tan(a) + tan(53)

1 — tan(«) tan(8)

tan(a + f) =

O

Corolario 7. Sien la proposicion anterior (ec. 20), sustituimos [3 por —[3, obtenemos:

~ tan(a) + tan(—p)
tan(a — ) = 1 — tan(«) tan(—2)

Pero como la funcion tangente es impar:

_ tan(a) — tan(B)
tan(Oz - ﬂ) T 14+ tan(a) tan(ﬁ)

Corolario 8. Sea o € R, si tan(«) estd definida, y si tan?(«) # 1, entonces:

2tan(«)

tan(2a) = T tan(a)

Demostracion. En la proposicién anterior (ec. 20), tomemos o = .

tan(a) + tan(«)

tan(a + a) = 1 — tan(a) tan(c)
tan(2e) = 2

Continuara...
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