Solucion de Lagrange de ecuaciones cubicas

Eduardo Viruena Silva

Empecemos con la ecuacién ciibica:
w3tar® +br4+c=0

con a,b,c € R.

que puede resolverse resolviendo la ecuacion resolvente de Lagrange:
224(2a® — 9ab + 27¢)z + (a® — 3b)* =0

Al encontrar sus raices 21, y 22, se obtiene una solucién para la ecuacién cibica
mediante la relacién:

T =

—at YA+ VB
3

las otras dos raices son:

—a 4wz + w2 29

To = 3
—a—l—wz\'d/Z—}—w\‘d/E
T3 = 3
donde:
1 V3
W=ty

En efecto, empecemos con una ecuacién de tercer grado, y procedamos a resol-
verla como lo hizo Cardano:

2 4ar?+br+c=0



Consideremos un cambio de variable z = y + h, y busquemos un valor para h
de manera que podamos eliminar el término cuadratico:

(y+h)?*+aly+h)?2+bly+h)+c=0
(v + 3y%h + 3yh? + B®) + a(y® + 2yh + h®)? + by +h) +c=0
v + 3y%h + 3yh? + B3 + ay® + 2ayh + ah®> + by + bh+ ¢ =0
v+ 3hy? + ay® + 3h%y 4+ 2ahy 4+ by + b3 + ah®> + bh+c =0
y® + (3h + a)y® + (3h% + 2ah + b)y + h® +ah® + bh+c =0

Tomemos h = —%, para eliminar el término de segundo grado.
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Busquemos denominadores adecuados para las sumas:
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Tomemos:

p=3b—a>
q = 2a> — 9ab + 27¢
para tener:

3, D q
4 B
At AT

Notemos que:

(u+v)® = u® + 3u?v + 3uv? + 03
(u+v)? = 3uv(u+v) — (¥ +0%) =0



lo que puede identificarse con la ecuacién anterior si:

y=u-+v
p
Y —-_3
3 UV
% — BB
Despejemos v:
__ P
9u
y luego sustituyamos:
9 _ (,2)3
27 Ju
3

3 _ﬂ) i:()
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uﬁ—i-iu?’—(g) =0

27 9
3
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Nétese que: 9% = (32)3 = 36
3
6, 4 3 P _

Multipliquemos por 3°
3645 + 33qu® — p® = 0
3u)® +q(3u)® —p* =0
( q p
((3u)®)? + ¢(3u)® —p® = 0
De la que podemos obtener (3u)3:

(3u)3 — —q + q2 — 4(1)(*173)
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De manera similar, despejando v y haciendo la sustitucién, también llegamos a
que:

(3,0)3 — —q + V q2 + 4p3
2



Entonces, podemos tomar:
(3u)? = —1F V@® +4p?
2
() = L VLEA

2

Las expresiones de la derecha son las raices de la ecuacion:
2 3
2 +qz+p° =0

asi que tenemos:

Debemos recordar que realmente hay tres raices cibicas complejas de un nimero
complejo t:

ro=Vt, r=wVt ro=w?Vt

Donde:

Yt = |t|Fe 5

w es la raiz cibica primitiva de la unidad.

Entonces, las raices de u y de v deberian escogerse con cuidado, de manera que
£ = —3uw. Esto puede lograrse escogiendo:

g = —3uv
g = —3(uw) (vw?) = 3uvw® = —3uv
g = —3(uw?)(vw) = 3uvw® = —3uv



De manera que y> + 3py + ¢ = 0, tiene las soluciones:

n=u+tv
ygzwu—i—w%

Y3 = w?u + wo
La ecuacién x® + ax? + bz + ¢ = 0 tiene soluciones:

—at+ YA+ 7
3

Tr1 =
—a+ w2z + w2 29
Xrog = 3
—a + w2‘3/zl + w29
Tr3 =
3

onde z1 v 29 son las raices de la ecuacidén:
Dond y 1 del
2 3
22 +qz+p =0
que es la ecuacién:

22 4+ (2a® — 9ab 4 27c)z + (3b—a?)? =0



