Problema 9-4
Theory of Equations
Uspensky

Eduardo Viruena Silva

Noviembre, 2025

Problema 1. Probar que si zgy, 21, 22 son tres niumeros complejos distintos,
entonces la igualdad:

|2’2 — Zl|2 = |21 — Zo|2 + |22 — Zo|2
se cumple si y solo si, existe un numero real \ tal que:
29 — 2o — i)\(Zl — Zo)

Observacion
Notemos que z; — zg # 0, porque los tres puntos son distintos.

Demostracion.

Necesidad

Supongamos primero que:
2 2 2
|22 — Zl‘ = ’Zl — Zo| + ’22 — 20
Podemos suponer que:

20 = To + 1Yo, To,Yo € R
2 =x1+ 1w, w1,y €R
29 =Ty + 1Y, To,y2 €R



Tenemos entonces:

22 — 21| = (w2 + iy2) — (21 + iy
= [(zo — 1) +i(y2 — v1)]
= (952 —21)’ + (yz 1)’
= 2 — 21129 + :r;l + yg — 2y1Yys + y%

De igual manera:

|21 — 20)* = 2% — 2mox1 + 22 + 2 — 2yoy1 + Y2
|29 — 20|* = 25 — 22072 + 7] + Y5 — 2Y0¥2 + Yo

Ahora, la igualdad:
|22 — 21|2 = |Zl — 20’2 + |ZQ — 20 2
equivale a:

x5 — 23120 + X7+ Y — 2y1y0 + Y5 =
x] — 2wz + X5 + YT — 2yoyr + Yo + 5 — 220T2 + T + Y5 — 2Y0Y2 + Yo

Simplifiquemos algunos términos y agrupemos términos semejantes

%—Qxlxg—i-i\i—l—b\i—leyQ ‘|—}/§:

&\i — 2xo7y + 225 + bi - 21/03/14-925 — 2x0x2 + yg — 2yoy2 + 2y

al dividir entre 2, tenemos:

—T1To — Y1Y2 = —ToT1 + 55(2) — YoY1 — Tox2 — YoY2 + yg
Reacomodemos:
ToTo — T1T2 + Yol1 — Y1Y2 = —ToT1 + x(Q) — YolY2 + ?/8



Factoricemos:

(o — 21)w2 + (Yo — Y2)y1 = To(To — 71) + Yo(Yo — ¥2)
(o — 21)22 — wo(T0 — 1)) = Yo(Yo — ¥2) — (Yo — y2)11
( ) )= (¥o — v2)(¥o — v1)
(21 — 20)(x2 — x0) = (yo — ¥2)(¥1 — Yo)
( ) )= —(v2 — v0)(y1 — %)

Top — T1 (I2 — Xy

Ty — To (1’2 — 2o
Entonces, tenemos:

(21 — o) (22 — 20) + (Y2 — Yo) (Y1 — yo) =0 (1)

Recordemos que z; — 2y # 0, entonces es posible plantear la siguente divisién:

22 — 20 _ (22 - Zo)(Zl - Zo)
21— X0 (Zl — Z())(Zl — Zo)
_ (22 — 20)(Z1 — %)
(21— 20) (21 — %)
_ (w2 + i) — (o + 1yo))((z1 — iyn) — (€0 — i%0))
|20 — 21/?
_ (w2 — x0) +i(y2 — 90)) (1 — x0) — i(31 — W)
|20 — 21|
~ ((z2 — 20)(z1 — 20) + (Y2 — Y0) (Y1 — ¥0)
|20 — 21|
i z‘<y2 — o) (71 — r;):ﬁ; — 20)(y1 — Yo)

por la ecuacion (1), la parte real se cancela:

(y2 — yo)(¥1 — m0) — (22 — 20) (Y1 — Yo)
|20 — 212

=1

=1\



Donde. )\ = (#2=v0)(@1—z0)—(z2—20)(¥1-y0)
’ |z0—21?

Z9 — 20

=1\

21 — R0
de manera que:
Z9 — 20 = ’L/\(Zl — ZO)
Suficiencia
Reciprocamente, ahora supongamos que existe A € R tal que:
29 — Ry = Z)\(Zl - Zo)
entonces:
2 _ 2
29— 21|° = |22 — 20 + 20 — 21|
= |22 — 20 +Zo — 21’2
= |Z)\(21 — Zo) + 2o — 21’2
= IZ/\(Zl — Z()) — (Zl — Zo)|2

=|(iA = 1)(21 — 20)|?
=1 —iA*(z1 — 20)?

como A € R entonces:

= (12 + )\2>|21 — Zo|2

= |21 — 20| + N?|21 — 2o
sabemos que |i| = 1, por lo tanto 1 = |i|?

= |Zl — Z()|2 + |i|2)\2|21 — Zo|2
= |21 — 20> + |iM?|21 — 20/?
= IZl — ZO|2 + |Z>\(21 — Zo)|2

|22 — 21‘2 = |Zl — Z()|2 —+ |2'2 — Zo|2
]

La idea geométrica que relaciona los médulos de las diferencias con el
Teorema de Pitagoras tiene validez. El factor ¢ significa que los nimeros
complejos 21 — 2g ¥ 22 — 29 forman un angulo que mide Z; A, es un factor de

2
escala entre sus modulos.



